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f (t;x;v)dxdv 表示在 t 时刻, 速度在 [v;v+ dv], 同时
位置在 [x;x+ dx]范围内的气体分子数. 宏观量可以





























Q(cosq ; juj)juj f (v0) f (v0)dWdv|                                              {z                                              }
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其中 n(v) = R R Q(cosq ; juj)juj f (v)dWdv是分子碰撞
频率. v;v 是碰撞前的分子速度, v0;v0 则是对应的碰









其中, u = v  v 是碰撞前的分子相对速度, W 是单
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角. 碰撞前后的分子相对速度之间的反射角 q 满足
cosq =W u=juj, 0 6 q 6 .
较早数值求解气体动理学基本方程—Boltzmann
方程或其模型方程,使用的是离散速度法. 此方法始

























为点对点法 [12–16]. 求解碰撞项时, 一般通过引入 d
函数将五重碰撞积分变为八重积分. 如果微分碰撞
截面为各向同性, 则计算复杂度为 O(N6), 而计算精
度不高于 O(N 1),这里 N 为每个速度方向上所取离
散速度的数目. 若碰撞截面为各向异性,则需额外计
算在立体角方向的积分,复杂度可达 O(N8). 当然如
果采用 Monte-Carlo 方法求解八重积分 [17, 18], 计算
复杂度会降低,但同时精度也减低. 近期, Mouhot等
人[19] 借助 Carleman 表象变换改进了离散速度
法, 改进后的离散速度法取得了比较好的计算效率




积分线化处理, 1989年,京都大学的 Sone等人 [20]使
用近似核分法数值求解了线性化的 Boltzmann方程.


























积分通过数论中的 Korobov 序列方法求解, 计算精
度比 Monte-Carlo 积分好, 但仍然低于 O(N 1c ), 其中
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法. Pareschi和 Perthame [27] 在 1996年提出用谱方法
数值计算不同分子模型的 Boltzmann碰撞项,计算效
率正比于 N6x , Nx 为每个频率方向上所取离散频率的
数目, 跟 N 并非完全相等. Pareschi 和 Russo [28] 于
2000 年对可变硬球模型 (Variable Hard Sphere, VHS)
分子取得了谱精度,即针对光滑的速度分布函数,误
差的递减比任何指数更快. 该方法被称为常规谱方
法. 2006 年, Mouhot 和 Pareschi [29] 借助于 Carleman
表象变换发展出同样具有谱精度的快速谱方法, 把
计算复杂度降到 N3x logNx . 由于该方法具有谱精度,
















[ fˆ j; Qˆ j]exp(ix j  v); (4)
其中 x j = jx0 为均匀分布的离散频率, x0 为频率间
距, i为虚数单位. (2) 碰撞项的傅里叶频谱都可以表
表 1 数值计算 Boltzmann碰撞项各种方法的比较
Table 1 Comparison of the numerical methods for solving the Boltz-
mann equation
方法特点 离散速度 常规谱方法 投影法 快速谱方法
复杂度 N6 N6 N3Nc N3 lnN
精度 N 1 谱精度 lnNc=Nc 谱精度
质量守恒 满足 满足 满足 满足
动量守恒 满足 谱精度 满足 谱精度
能量守恒 满足 谱精度 满足 谱精度
碰撞截面 各向同性 无限制 无限制 特殊形式
示为如下形式:
bQ j = Nx =2 1å
l+m= j
l;m= Nx =2
fˆl fˆm[b (l;m) b (m;m)]: (5)
从上式可以看到, fˆl fˆmb (m;m)是一个卷积,若直
接计算, 复杂度为 N6x ; 若使用傅里叶卷积定律, 则
复杂度可以降为 N3x logNx . 而 fˆl fˆmb (l;m) 不能用快
速傅里叶卷积算法, 因此常规谱方法的计算复杂度
为 O(N6x ). Mouhot 和 Pareschi [29, 30] 提出的快速谱
方法采用了特殊形式的微分散射截面, 使 b (l;m)可
以分解为 b1(l) 和 b2(m) 的乘积, 从而 fˆl fˆmb (l;m) =





分, 用到的关键变换是 2RR3 d (2y  u+ jyj2) f (y)dy =
jujRS2 f (jujW  u)dW, 其中 d 为狄拉克 d 函数. 为方







Qd (y  z) f (v+ z) f (v+ y)dydz; (6)
在得到上式时, 使用了变换 y = (jujW  u)=2 和 z =









jyj2+ jzj2 ; (7)
这说明微分碰撞截面 Q是 jyj和 jzj的函数.
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将傅里叶变换作用到方程 (6) 上, Boltzmann 碰
撞项的傅里叶频谱由方程 (5) 表示, 而碰撞核模
式为
b (l;m) = 4
Z Z
















juja 1  jyja 1; (9)
可以实现快速谱方法.
4.3 快速谱方法的应用改进






























算 [29, 30, 33]. 下面针对方程 (10) 具体推导碰撞核心
模式 b (l;m) 的形式. 将方程 (10) 代入方程 (8), 作





d (e  e0)f1 g(xm  e0)de0de,其中
fd (s) = 2
R R
0 rd cos(rs)dr , e 和 e0 是单位球面上的
向量.
根据 d 函数的性质, 碰撞核模式可以做进一步
简化. 构建如图 1 由 x0, y0 和 e 组成的直角坐标
系. 假设单位向量 e0 在该坐标系下的极角和方位角
分别为 q 和 =2  q2, 而向量 m 和 y0 轴的夹角为
q1. 显然, xm  e0 = jxmjcosq1 cosq2, d (e  e0) = d (cosq),
且对任意连续函数 g(q) 有 R 0 g(q)d (cosq)dq =
g(=2). 因此, R d (e  e0)f1 g(xm  e0)de 可以化为R 2
0 f1 g(jxmjcosq1 cosq2)dq2 = 2yg(jxmjcosq1)de, 其
中 yg(s) = 2R R0 r1 gJ0(rs)dr , J0为零阶贝塞尔函数.
从而碰撞核模式最终简化为
b (l;m) = 2
Z
fa+g(xl  e) yg(jxmjcosq1)de: (11)








图 1 (网络版彩图)计算碰撞核模式对 e0 积分的图示. 向量
e是固定的,而 e0 是在跟 e垂直的 x0y0 面上,所以 e0 变成了一
个二维向量,其中 q2 在 0– 2范围变化. 由于对称性,仅考虑
0 6 q2 6  [31]
Figure 1 (Color online) Demonstration of the integral with respect to
e0 used in the calculation of the kernel mode. When the vector e is fixed,
e0 is in the x0y0 plane perpendicular to e. That is, it degenerates to a two-
dimensional vector with q2 varying from 0 to 2. Because of symmetry,
we only consider the region 0 6 q2 6  [31].
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jxmj2  [xm  eqp;jq ]2
o
sinqp; (12)
其中 eqp;jq = (sinqp cosjq;sinqp sinjq;cosqp), qp =




图 2 给出了快速谱方法的具体计算过程, 以便
读者对该方法的理解. 首先,通过傅里叶变换计算速
度分布函数的频谱从而得到图 2(b).所得频谱分别乘
于碰撞核模式 f 和 y , 得到图 2(c)和 (d). 然后通过
傅里叶卷积定理计算图 2(c)和 (d)中两函数的卷积,
得到图 2(e)中碰撞项的频谱.最后,通过傅里叶逆变
换得到碰撞项.需要注意的是,从图 2(c)和 (d)到 (e)
需要操作M2步,每一步对应不同方位下的离散立体
角,因此快速谱方法的计算复杂度为 O(M2N3x logNx ).
快速谱方法的特点可以总结如下: (1)快速谱方
法中碰撞核模式的存储量级为 O(M2N3x ), 远远小于
常规谱方法 O(N6x ); (2)碰撞项主要在频率空间处理,
vx































































































Figure 2 (Color online) Demonstration of numerical implementation.
而非在速度空间, 因此计算量由离散频率数目决定.
因为快速谱方法具有谱精度, 离散频率数目可以相
对较小, 从而大大提高计算效率; (3) 为了使用傅里
叶卷积定律,离散频率必须均匀分布,但离散速度可
以非均匀分布 (这在计算高克努森数流动中至关重










学的 Takata 和 Funagane [35] 给出了把大部分离散速
度分布在零附近的理论解释: 在高克努森数下,垂直
板方向上的速度分布函数以零为中心,范围随 1=Kn










气体流动的例子, Kn = 10. 具体参照文献 [36]. 可以
看到速度分布函数的云图是非常复杂的, 既有复杂
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图 3 (网络版彩图) 边缘 VDFR fdv3 的分布图. 从下到上:
x2 = 0:5, 0.25, and 0.5; 从左到右: x1 = 0, 0.25, and 0.5. 离散速
度选取的范围为 [ 2;2] [ 2;2] [36]
Figure 3 (Color online) Contour plots of the marginal VDF,
R
fdv3. In
each figure, from bottom to top, x2 = 0:5, 0.25, and 0.5, respectively.
From left to right, x1 = 0, 0.25, and 0.5, respectively. The velocity region
shown is [ 2;2] [ 2;2] [36].
b (l;m) =
Z Z








jr 0jQ(r;r 0)exp(ir 0xm  e0)dr 0

de0de;











jr 0jQ(rr;r 0)exp(ir 0xm  e0)dr 0

de0de;
其中 rr 和 wr 是 [0;R]区间上的高斯 -勒让德积分公
式的积分点和权重.接下来的计算与 4.3.2节相同,但















k u[g(x; k;v0) f (x;v0)
 g(x; k;v) f (x;v)]dvdk; (13)
其中 s 为硬球分子直径, d 为物理空间维度, k为单
位向量,它连接碰撞分子的中心. 非局域碰撞体现在
碰撞分子对应的速度分布函数的位置不同






f (x+s k;v); (14)

























Enskog, L / = 1
Enskog, L / = 2
Enskog, L / = 5
Enskog, L / = 10
Enskog, L / = 15
Enskog, L / = 30







图 4 (网络版彩图)归一化质量流量在不同的 L=s 值和弹性
碰撞时和克努森数的关系, L 是两平行板的距离. 实线表示
Navier-Stokes方程在一阶滑移速度边界条件的解.其他线表示
Kn! ¥时的渐进分析解,从高到低: L=s = 1;2, and 10 [38]
Figure 4 (Color online) The mass flow rate as a function of the Knud-
sen number, for various values of L=s , when the collision between the
hard discs is elastic. Solid lines: numerical results of the Navier-Stokes
equation with the first-order velocity slip boundary condition. The other
lines: the asymptotic analytical solutions as Kn!¥; from top to bottom:
L=s = 1;2, and 10 [38].
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这里, v˜ and v˜ 是碰撞前速度, v和 v 是碰撞后速度,








念, Chang和 Uhlenbeck [41]最早将玻尔兹曼方程推广
到Wang-Chang-Uhlenbeck (WCU)方程以描述多原子





也被用于计算 WCU方程,复杂度在 N4eN6 量级 [44],
其中 Ne 是离散能级数目: 对于 Ne = 5和 N = 16,内
存的需求达到了 88 GB, 在 12线程计算机上计算一
图 5 (网络版彩图)外力对质量流量的影响, L=s = 30,恢复系
数 a = 0:9. 无量纲加速度 F = 0:0001 (三角形), F = 0:5 (圆),和
F = 1 (五角星). 插图:温度和动量的分布,第一排是在滑移区,
第二排是在过渡区 [38]
Figure 5 (Color online) The influence of the external acceleration on
the MFR at L=s = 30, when the restitution coefficient is a = 0:9. The
normalised acceleration is F = 0:0001 (triangles), F = 0:5 (circles), and
F = 1 (pentagrams). Inset: temperature and momentum profiles in the
slip (first row) and transitional (second row) flow regimes [38].




毫无关系. 也有学者直接用 Fokker-Planck 碰撞项来
描述多原子气体. 这些模型的缺点是不能体现分子
作用势的影响,而这在有些计算中至关重要,如平板
间的泊肃叶流动等. 为此, 基于 Rykov 双原子模型,
提出了一个新的动理学模型 [45].
5.1 Rykov模型的扩展
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其中 t = m=p 是特征碰撞时间, Z 表示非弹性碰撞
松弛数,即在 Z 次碰撞中有一次是非弹性碰撞. Z 的
大小正比于体积黏度和剪切黏度之比.其中,参考分




引入 G(t; x;v) = R ¥0 f (t; x;v; I)dI 和 R(t; x;v) =R ¥
0 f (t; x;v; I)I
























其中, 参考 VDF 的具体表达式, 即 Gt(t; x;v),




得到的密度场跟 DSMC 符合得很好, 但是温度场跟
DSMC 有很大差别, 尤其是在大马赫数情况下. 实
际上, 温度场跟 DSMC 模拟的差别不但在双原子分
子中存在, 在单原子分子中也存在. 一个主要的原







将方程 (17) 的弹性碰撞项 (Gt  G)=t 用 Boltz-
mann碰撞项 Q(G;G)代替,其次,方程 (18)中的碰撞








































































图 6 (网络版彩图)使用气体动理学模型和 DSMC方法分别
计算氮气正激波的结果比较 [56].方块、圆、星和三角分别代
表 DSMC计算的无量纲化在 x1 方向的平移温度、平移温度、
转动温度和分子数密度.实线和虚线是我们的气体动理学模
型 [45] 和 Rykov模型中方程 (16)的结果.这里, Q代表宏观量,
下标 u和 d代表上下游的值 [45]
Figure 6 (Color online) Comparisons of kinetic model results and
DSMC data [56] for normal shock waves in nitrogen. The squares, cir-
cles, stars, and triangles are the normalized translational temperature in
the x1 direction, the translational temperature, the rotational temperature,
and the molecular number density, respectively, all obtained from the
DSMC simulations. The solid and dashed lines are, respectively, the re-
sults of our kinetic model [45] and the Rykov kinetic model eq. (16).
Here Q represents the value of the macroscopic quantity, and subscripts
u and d represent the upstream and downstream values, respectively [45].
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现所需的快速计算. 我们的模型能得到与 DSMC 相
同的结果, 但计算效率快了将近 1000 倍. 我们的模
型相比 Rykov和 S6模型 [63]在计算精度上有显著提




( fs  0)的相对高的频谱和近 Kn = 0:08区布里渊峰





























our model Maxwell gas Z=3
our model Hard sphere gas Z=3
Rykov model Z=3



















our model Maxwell gas Z=6
our model Hard sphere gas Z=6
Rykov model Z=6





















our model Maxwell gas Z=3
our model Hard sphere gas Z=3
Rykov model Z=3




















our model Maxwell gas Z=6
our model Hard sphere gas Z=6
Rykov model Z=6
our model Hard sphere gas Z=4.5
0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
Frequency shift
0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
Frequency shift
0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
Frequency shift
图 7 (网络版彩图)自发瑞利 -布里渊散射:模型方程和气体分子作用势对计算结果的影响 [45]
Figure 7 (Color online) The influence of kinetic model and molecular potential on spontaneous RBS spectra [45].
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图 8 (网络版彩图)氮气的自发瑞利 -布里渊散射:本文模型预测 (线)和实验数据 (点)的比较 [45, 61]
Figure 8 (Color online) Spontaneous RBS spectra for nitrogen, comparing our model (lines) to the experimental data (dots) of refs. [45, 61].







从而大大影响多原子气体体积黏性的测量. 图 9 显













框架下 [66–72],基于权因子 1和 e对速度分布函数所
依赖的速度空间进行无穷积分, 引入能级约化速度
















针对一个平板与 25 倾角斜板构成二维 Ramp
再入制动器外形 [73, 74],如图 10所示,计算Ma¥ = 10
的高马赫数绕流流场. 其中, 克努森数 Kn¥ = 6
10 4, 来流气体温度 T¥ = 52 K、密度 r¥ = 3:91
10 4 kg/m3、速度V¥ = 1477 m/s,壁面温度 Tw = 290 K.
图 11绘出该二维 Ramp制动器上表面压力系数 cp和
摩阻系数 c f 沿 x轴线分布统一算法计算值 (Cal.) 与







Downloaded to IP: 192.168.0.213 On: 2019-09-02 10:03:19 http://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSPMA2016-00409































































0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.7 1.8
Frequency difference
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.7 1.8
Frequency difference





































图 9 (网络版彩图)相干瑞利 -布里渊散射光谱:硬球模型和Maxwell气体在 Kn= 0:08的比较. (a)和 (b)为双原子气体; (c)和 (d)
为非线性多原子气体 [45]
Figure 9 (Color online) Coherent RBS spectra for hard-sphere and Maxwell gases, with Kn= 0:08: (a) and (b) are the diatomic gases; (c) and (d) are







图 10 Ramp制动器外形及尺寸 [73, 74]
Figure 10 The shape and size of brake ramp [73,74].
数绕流问题计算与稀薄空气动力学模拟广泛使用的
DSMC 计算一致性, 图 12(a) 与 (b) 分别给出气体动
理论统一算法 (GKUA)与 DSMC方法数值计算得到
Kn¥ = 0:01, Ma¥ = 1:6 近连续过渡区圆柱绕流流场
马赫数等值线云图与圆柱表面无量纲压力分布, 图
12(c)给出 GKUA与 DSMC计算 Kn¥ = 0:1, Ma¥ = 4
稀薄流区圆柱绕流物面无量纲压力分布比较情况.
图中计算表明 GKUA 与 DSMC 两种方法得到的流
场与物面绕流变化规律是基本一致的, GKUA光滑
性更好, DSMC模拟结果存在一定统计波动,尤其是







域 j = 0 接近 4往后逐渐下降,到 j = 120 附近达
到最小值 (0.2),再往后的尾迹区压力值略有增加,说
070004-12
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(a)
(b)
图 11 (网络版彩图)Ramp上表面压力 (a)和摩阻系数 (b)分布
计算比较 [73, 74]
Figure 11 (Color online) The distribution of pressure (a) and friction
coefficients (b) on the ramp surface [73, 74].




度不大. 图 12(c) 给出更高稀薄流区圆柱 Kn¥ = 0:1,
Ma¥ = 4 绕流物面压力分布, 对此高稀薄绕流状态,
由于不存在尾部流动分离, GKUA 与 DSMC 两种方
法计算得到的柱面压力分布从前驻点 j = 0到后端









分布 GKUA与 DSMC计算比较. (a) Kn¥ = 0:01;Ma¥ = 1:6等值
线; (b) Kn¥ = 0:01;Ma¥ = 1:6物面压力分布; (c) Kn¥ = 0:1;Ma¥ =
4物面压力分布
Figure 12 (Color online) Comparison of the GKUA and DSMC simu-
lations of the flow field and surface pressure distribution around cylinder
in rarefied transition regime. (a) Mach number contours with Kn¥ =
0:01, Ma¥ = 1:6; (b) surface pressure distribution with Kn¥ = 0:01,
Ma¥ = 1:6; (c) surface pressure distribution with Kn¥ = 0:1, Ma¥ = 4.
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(a)
(b)
图 13 (网络版彩图)尖双锥飞行器再入绕流,Ma¥ = 3;Kn¥ = 1.
(a)双锥再入体外形; (b)驻点线密度分布 [73, 74]
Figure 13 (Color online) Reentry flow around the tine bicone, Ma¥ =
3;Kn¥ = 1. (a) The tine bicone geometry; (b) density distribution along





拟定来流 Ma¥ = 3, Kn¥ = 1绕流状态,图 13 (b)给出
统一算法计算该状态驻点线密度分布与文献 [75]结




15分别给出了 Kn¥ = 1与 Kn¥ = 0:1两种状态对应
的绕流流场温度分布,其中 (a)表示平动温度等值线,
(b)表示转动温度等值线.可看出:在 Kn¥ = 1对应的
(a) (b)
图 14 (网络版彩图)尖双锥飞行器再入绕流温度分布,Ma¥ =
3;Kn¥ = 1. (a)平动温度; (b)转动温度 [73, 74]
Figure 14 (Color online) Temperture distribution of the flowfield
around the tine bicone at entry, Ma¥ = 3;Kn¥ = 1. (a) The translational
temperature; (b) rotational temperature [73, 74].
(a) (b)
图 15 (网络版彩图)尖双锥飞行器再入绕流温度分布,Ma¥ =
3;Kn¥ = 0:1. (a)平动温度; (b)转动温度 [73, 74]
Figure 15 (Color online) Temperture distribution of the flowfield
around the tine bicone at entry, Ma¥ = 3;Kn¥ = 0:1. (a) The transla-
tional temperature; (b) rotational temperature [73, 74].
高稀薄流区,平动温度与转动温度彼此差别很大,计
算得到的物体前部绕流区平动温度最大值约为 3.2,
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Computable model on the collision integral of Boltzmann
equation and application to rarefied aerodynamics
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Due to its complexity in dealing with the collisional integral term of the Boltzmann equation and computational costs asso-
ciated with multi-dimensional problems, deterministic methods are still restricted to simple flow such as one-dimensional
linear flow. However, the recently emerged fast spectrum method has achieved breakthroughs in computational efficiency
and accuracy, which can enable simulations for more realistic three-dimensional non-linear flows. In comparison with the
dominant direct simulation Monte Carlo method, the deterministic method has advantages especially in simulating low-
speed flows where statistical variations prevail. Here, we review the development of fast spectrum method and discuss its
applications for practical flow simulations. In particular, extended Boltzmann model is required for polyatomic and dense
gases where the Boltzmann equation may not be valid. We present the applications of extended Boltzmann model for
polyatomic gases in predicting spectra of both spontaneous and coherent Rayleigh-Brillouin Scattering, and in simulating
space vehicle reentries with a broad range of Kn. Finally, we discuss the gas-kinetic unified algorithm (GKUA) of com-
putable model Boltzmann equation and applications to the hypersonic aerodynamics of space reentry covering various flow
regimes.
rarefied gas dynamics, gas kinetic theory, discrete velocity method, Boltzmann equation, fast spectrummethod，gas-
kinetic unified algorithm
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